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Operadores de tipo fraccionario

Definimos el operador fraccionario de tipo convolución Tα, con
0 < α < n,

Tαf(x) =

∫
Rn
Kα(x− y)f(y)dy,

donde Kα verifica ciertas condiciones de tamaño y suavidad.

Ejemplo

Cuando Kα(x) = |x|α−n, Tαf(x) = Iαf(x), el operador integral fraccionario
clásico.



Motivación: Integral fraccionaria

H-L en dimensión uno y para f ∈ Lp, 1 < p < 1/α y 0 < α < 1,
probaron: Iα : Lp(Rn)→ Lq(Rn) para 1/q = 1/p− α.

Para dimensión n fue probado por Sobolev y para pesos potencias por
Stein-Weiss.

En el caso limite p = n/α, con 0 < α < n

Iα : Lp → BMO

y para n/α < p < n/(α− 1)+,

Iα : Lp → Λ(δ)

donde δ = α− n/p.



Motivación

Sea 0 < α < n y 1/q = 1/p− α/n. Un peso v ∈ Ap,q si

(
v−q(B)

|B|

)1/q
(
vp
′
(B)

|B|

)1/p′

≤ C

M-W en 1974 probaron que

‖Iα/v‖q ≤ C‖f/v‖p ⇔ v ∈ Ap,q
Para el caso ĺımite p = n/α y q =∞

Iα : Ln/α(1/v)→ BMOv⇔ v ∈ An/α,∞ ⇔ v(n/α)′ ∈ A1

En 1984, Harboure-Macias-Segovia estudiaron acotaciones para Iα y Mα

para pares de pesos (w, v)

‖Iαf‖Lq(w) ≤ C‖f‖Lp(v)

dando los rangos adecuados α, p y q en los cuales habia soluciones no
triviales.



Motivación

En los 90’, Sawyer y Wheeden, probaron que para 1 < p < q <∞,

Iα : Lp(1/v)→ Lq(1/w) vale śı y solo śı (w, v) ∈ A(p, q)α

que es:

|B|α/n−1

(∫
B

w−q
)1/q (∫

B

vp
′
)1/p′

≤ C

Buscando trabajar en simultáneo con:

Estimaciones en norma p.

Estimaciones en norma Lipschitz.

Peetre (1968) considera la teoŕıa de los espacios Lp,λ. Para p fijo, estas
familias coinciden con espacios como Lp, BMO, Morrey, etc según el λ.

Siguiendo esa idea, Harboure-Salinas-Viviani para el caso de un peso y
p = 1 introducen versiones de espacios tipo Lipschitz y clases de pesos
asociadas con la acotación de Iα.



Motivación

En el caso de pares de pesos, Pradolini,

Caracteriza los pares (w, v) para los cuales el Iα está acotado de
Lp(1/v) en espacios tipo Lipschitz adecuados.

Determina los rangos óptimos sobre los cuales se encuentran pares de
pesos no triviales.

Pradolini define la siguiente clase de pesos:

Sea 0 < α < n, δ ∈ R y 1 < r <∞. (w, v) ∈ H(r, α, δ) si verifica:

‖(1/w)χB‖∞
|B|(δ−1)/n

(∫
Rn

vr
′
(y)

(|B|1/n + |xB − y|)r
′(n−α+1)

dy

)1/r′

≤ C

y encuentra regiones donde estos pesos son no triviles.



Motivación

Para esta cierta clase Lipschitz Lw(δ) y para esta clase de pesos
H(r, α, δ), Pradolini prueba:

Si 0 < α < n, δ ∈ R y 1 ≤ r ≤ ∞. Son equivalentes:

1 Iα : Lr(1/v)→ Lw(δ)

2 (w, v) ∈ H(r, α, δ)

En [PR] y en [PRR]

Obtuvimos estimaciones con dos pesos para el Conmutador tanto de
Integrales Singulares como de Operadores Fraccionarios, entre
espacios de Lr y espacios de tipo Lipschitz.

Encontramos la clase de pesos adecuada para las acotaciones.

Estudiamos los rangos de los parámetros para la existencia de pares
de pesos no triviales.



Motivación: Conmutadores

Sea Tα un operador de tipo fraccionario.

Definimos el conmutador de Tα con śımbolo b ∈ L1
loc(Rn) como:

[b, Tα]f = b Tαf − Tα(bf).

Para el conmutador de primer orden con śımbolo b ∈ BMO,
1 < p < n/α y 1/q = 1/p− α/n, se sabe que si w ∈ Ap,q:

[b, Iα] : Lp(w)→ Lq(w)

Sin embargo, para los casos ĺımites con w ≡ 1 y b ∈ BMO:

[b, Iα] : Ln/α(R)→ BMO ⇔ b es constante.
(Harboure-Segovia-Torrea)

Dado 0 < δ < 1, diremos que b ∈ Λ(δ) , si ∃ C tal que ∀x, y ∈ Rn:

|b(x)− b(y)| ≤ C |x− y|δ

A la menor constante C, la notaremos como ‖b‖Λ(δ).



Operadores fraccionarios generalizados

Consideramos 0 < α < mn, ~f = (f1, f2, . . . , fm) e ~y = (y1, y2, . . . , ym)

Operador integral fraccionaria multilineal

Imα ~f(x) =

∫
(Rn)m

∏m
i=1 fi(yi)

(
∑m
i=1 |x− yi|)mn−α

d~y

Operadores fraccionarios generalizados

Tmα ~f(x) =

∫
(Rn)m

Kα(x, ~y)

m∏
i=1

fi(yi) d~y

con Kα un núcleo que cumple cirta condición de tamaño:

|Kα(x, ~y)| . 1

(
∑m
i=1 |x− yi|)mn−α

(1)

y también de suavidad:

|Kα(x, ~y)−Kα(x′, ~y)| . |x− x′|γ

(
∑m
i=1 |x− yi|)mn−α+γ

, (2)

para algún 0 < γ ≤ 1, siempre que
∑m
i=1 |x− yi| > 2|x− x′|



Conmutadores de orden superior de Tmα
Sea b = (b1, b2, . . . , bm) un śımbolo multilineal, con bi ∈ L1

loc para cada i

Conmutador Suma

Tmα,b ~f =

m∑
j=1

Tmα,bj
~f,

donde

Tmα,bj
~f = [bj , T

m
α ]j ~f = bjT

m
α
~f − Tmα ((f1, . . . , bjfj , . . . , fm))

Conmutador Producto, definido iterativamente por

T mα,b ~f = [bm, . . . [b2, [b1, T
m
α ]1]2 . . . ]m ~f

Usando la representación integral de Tmα tenemos

Tmα,b ~f(x) =
m∑
j=1

∫
(Rn)m

(bj(x)− bj(yj))Kα(x, ~y)

m∏
i=1

fi(yi) d~y

y

T mα,b ~f(x) =

∫
(Rn)m

Kα(x, ~y)
m∏
i=1

(bi(x)− bi(yi))fi(yi) d~y



Clase de pesos Hm(~p, β, δ̃)

m ∈ N, ~p = (p1, . . . , pm) un vector de exponentes, con 1 ≤ pi ≤ ∞
para cada i

δ, δ̃ constantes reales

β =
∑m
i=1 βi, con 0 < βi < n para cada i

(w,~v) par ordenado de pesos, con ~v = (v1, . . . , vm)

(w,~v) ∈ Hm(~p, β, δ̃) si existe C > 0 tal que

‖wXB‖∞
|B|(δ̃−δ)/n

m∏
i=1

∥∥∥∥ v−1
i

(|B|1/n + |xB − ·|)n−βi+δ/m

∥∥∥∥
p′i

≤ C (3)

vale para toda bola B = B(xB , R) ⊂ Rn

Variantes para m = 1 fueron introducidas en [Pr] y [PRR]

Cuando pi = 1 el factor correspondiente se interpreta como∥∥∥∥ v−1
i

(|B|1/n + |xB − ·|)n−βi+δ/m

∥∥∥∥
∞



Clase de pesos Hm(~p, β, δ̃)

Si I1 = {1 ≤ i ≤ m : pi = 1} e I2 = {1 ≤ i ≤ m : pi > 1}, de (3) se
obtienen

Condición local

‖wXB‖∞
|B|δ̃/n+1/p−β/n

∏
i∈I1

∥∥v−1
i XB

∥∥
∞

∏
i∈I2

(
1

|B|

∫
B

v
−p′i
i

)1/p′i

≤ C, (4)

donde 1/p =
∑m
i=1 1/pi, y también

Condición global

‖wXB‖∞

|B|
(δ̃−δ)
n

∏
i∈I1

∥∥∥∥∥ v−1
i XRn\B

|xB − ·|n−βi+
δ
m

∥∥∥∥∥
∞

∏
i∈I2

∫
Bc

v
−p′i
i (y)

|xB − y|(n−βi+
δ
m

)p′i
dy

 1
p′
i

≤ C

(5)

donde Bc = Rn\B.



Algunas propiedades de Hm(~p, β, δ̃)

Si w =
∏m
i=1 vi y δ̃ = β − n/p, (4) establece que ~v ∈ A~p,∞

[~v]A~p,∞ = sup
B⊂Rn

∥∥∥∥∥XB
m∏
i=1

vi

∥∥∥∥∥
∞

m∏
i=1

(
1

|B|

∫
B

v
−p′i
i

)1/p′i

<∞

Condición global

0 < β < mn, δ̃ ∈ R, ~p vector de exponentes

(w,~v) satisface v−1
i ∈ RH∞ para i ∈ I1 y v

−p′i
i es duplicante para

i ∈ I2

Entonces Hm(~p, β, δ̃) es equivalente a la Condición global.

Condición global

‖wXB‖∞

|B|
(δ̃−δ)
n

∏
i∈I1

∥∥∥∥∥ v−1
i XRn\B

|xB − ·|n−βi+
δ
m

∥∥∥∥∥
∞

∏
i∈I2

∫
Bc

v
−p′i
i (y)

|xB − y|(n−βi+
δ
m

)p′i
dy

 1
p′
i

≤ C



Algunas propiedades de Hm(~p, β, δ̃)

Condición local

0 < β < mn, βi = β/m para cada i, ~p vector de exponentes

δ ∈ R, δ̃ < τ = (β −mn)(1− 1/m) + δ/m

Entonces la condición local (4) implica la global (5)

Caso de pesos relacionados

0 < β < mn, δ̃ ∈ R, ~p vector de exponentes

(w,~v) ∈ Hm(~p, β, δ̃) con w =
∏m
i=1 vi

Entonces δ̃ = β − n/p. Como consecuencia, si w =
∏m
i=1 vi y δ̃ < τ

(w,~v) ∈ Hm(~p, β, δ̃) si y solo si ~v ∈ A~p,∞



Clase Lipschitz Lw(δ)

w un peso, δ ∈ R y f ∈ L1
loc.

Decimos que f ∈ Lw(δ) si

‖f‖Lw(δ) := sup
B⊂Rn

‖wXB‖∞
|B|1+δ/n

∫
B

|f(x)− fB | dx <∞,

donde fB = 1
|B|

∫
B
f .

Cuando δ = 0, coincide con las versiones pesadas de BMOw
introducidas por M-W en [MW1].

Lw(δ) coincide con L1/w(δ) introducida por Pradolini.

Para 0 < δ < 1 y w = 1, equivale a la clase Lipschitz puntual

Λ(δ) = {f ∈ L1
loc : |f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|δ para todo x, y}

.

Para −n < δ < 0 y w = 1, son espacios de Morrey.



Resultados principales

Acotación para Tmα,b

0 < α < mn, Tmα con núcleo Kα que verifica (1) y (2)

0 < δ < min{γ,mn− α}, α̃ = α+ δ, ~p tal que p > n/α̃

b = (b1, . . . , bm) tal que bi ∈ Λ(δ) para cada i

δ̃ ≤ δ y (w,~v) ∈ Hm(~p, α̃, δ̃) tal que v
−p′i
i ∈ RHm para cada i ∈ I2

Entonces existe C > 0 tal que

‖wXB‖∞
|B|1+δ̃/n

∫
B

|Tmα,b ~f(x)− (Tmα,b ~f)B | dx ≤ C
m∏
i=1

‖fivi‖pi

para toda bola B y toda ~f tal que fivi ∈ Lpi , 1 ≤ i ≤ m



Resultados principales

Acotación para T mα,b
0 < α < mn, Tmα con núcleo Kα que verifica (1) y (2)

0 < δ < min{γ, (mn− α)/m}, α̃ = α+mδ, ~p tal que p > n/α̃

b = (b1, . . . , bm) tal que bi ∈ Λ(δ) para cada i

δ̃ ≤ δ y (w,~v) ∈ Hm(~p, α̃, δ̃) tal que v
−p′i
i ∈ RHm para cada i ∈ I2

Entonces existe C > 0 tal que

‖wXB‖∞
|B|1+δ̃/n

∫
B

|T mα,b ~f(x)− (T mα,b ~f)B | dx ≤ C
m∏
i=1

‖fivi‖pi

para toda bola B y toda ~f tal que fivi ∈ Lpi , 1 ≤ i ≤ m

Acotaciones similares para Imα fueron obtenidas en [BPRa]

Que extiende los resultados del contexto lineal probados en en [PRR]



Regiones óptimas para la existencia de pesos no triviales

β > δ

δ̃

δ

1/pm

β −mn

τ

δ̃ = β − n/p

β = δ

δ̃

δ

1/pm

β −mn

τ

δ̃ = β − n/p

β < δ

δ̃

δ

1/pm

β −mn

τ

δ̃ = β − n/p
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