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Operadores de tipo fraccionario

Definimos el operador fraccionario de tipo convolucion T, con
0<a<mn,
Tof(z) = | Kalz—y)f(y)dy,
R‘IL
donde K., verifica ciertas condiciones de tamamno y suavidad.

Ejemplo

| \

Cuando Kq(z) = |z|*7", Ta f(z) = Iof(x), el operador integral fraccionario
cldsico.

4




Motivacion: Integral fraccionaria

@ H-L en dimensién uno y para f € L?, 1<p<l/ayO0<a <1,
probaron: I, : LP(R™) — L%(R") para 1/qg=1/p — a.

@ Para dimensién n fue probado por Sobolev y para pesos potencias por
Stein-Weiss.

@ En el caso limite p =n/a, con 0 < a <n
I : LY - BMO
yparan/a<p<n/(a—1)T,
I, : LP — A(9)

donde 6 = a —n/p.



Motivacién
Sea0<a<nyl/g=1/p—a/n. Unpesov € Apq si

/ 1/p’
(v‘q(B))”" w8\
<C
1B | Bl
M-W en 1974 probaron que
0 | Ia/vllg < ClIf/vllp & v E Apyq

Para el caso limite p=n/ay ¢ = o0

® I, : L"%(1/v) = BMO,& v € Ay jn.00 & 0™ € 4

En 1984, Harboure-Macias-Segovia estudiaron acotaciones para Io y M,
para pares de pesos (w,v)

® [[lafllzaq) < ClifllLr)
dando los rangos adecuados «, p y ¢ en los cuales habia soluciones no
triviales.



Motivacién

En los 90’, Sawyer y Wheeden, probaron que para 1 < p < ¢ < 0o,
@ I,:LP(1/v) = L(1/w) vale si y solo si (w,v) € A(p,q)*

que es:
1/q N /P
s () ()=
B B

Buscando trabajar en simultdneo con:
@ Estimaciones en norma p.
@ Estimaciones en norma Lipschitz.

Peetre (1968) considera la teorfa de los espacios £, x. Para p fijo, estas
familias coinciden con espacios como LP, BMO, Morrey, etc segin el A.

Siguiendo esa idea, Harboure-Salinas-Viviani para el caso de un peso y

p = 1 introducen versiones de espacios tipo Lipschitz y clases de pesos
asociadas con la acotacion de I,.



Motivacién

En el caso de pares de pesos, Pradolini,

@ Caracteriza los pares (w,v) para los cuales el I, estd acotado de
LP(1/v) en espacios tipo Lipschitz adecuados.

@ Determina los rangos 6ptimos sobre los cuales se encuentran pares de
pesos no triviales.

Pradolini define la siguiente clase de pesos:

Sea0<a<n, s ERyl<r<oo. (ww)€H(r a,d) siverifica:

’ 1/7‘,
I/l v ()
, d <C
[BIC=D7"" \ Jan (1B + fop —yl) "0 ) =

y encuentra regiones donde estos pesos son no triviles.




Motivacién

@ Para esta cierta clase Lipschitz £, () y para esta clase de pesos

H(r, o, 0), Pradolini prueba:

Si0<a<n, deRyl<r< oo Son equivalentes:
Q L.:L"(1/v) — Lu(6)
Q (w,v) € H(r,a,0d)

En [PR] y en [PRR]

@ Obtuvimos estimaciones con dos pesos para el Conmutador tanto de
Integrales Singulares como de Operadores Fraccionarios, entre
espacios de L" y espacios de tipo Lipschitz.

@ Encontramos la clase de pesos adecuada para las acotaciones.

@ Estudiamos los rangos de los pardmetros para la existencia de pares
de pesos no triviales.



Motivacion: Conmutadores

@ Sea T, un operador de tipo fraccionario.

Definimos el conmutador de T, con simbolo b € Li,.(R™) como:

(b, Tolf = bTaf — Ta(bf).

Para el conmutador de primer orden con simbolo b € BMO,
l<p<n/ayl/q=1/p— a/n, sesabe que si w € A, q:

@ [b,1.]: LP(w) = LY (w)
Sin embargo, para los casos limites con w =1y b€ BMO:

@ [b,1.]: L"/*(R) - BMO < b es constante.
(Harboure-Segovia-Torrea)

Dado 0 < § < 1, diremos que |b € A(5) |, si 3 C tal que Vx,y € R™:

lb(z) — b(y)| < Clz —yl°

A la menor constante C, la notaremos como [|b||xs)-




Operadores fraccionarios generalizados

Consideramos 0 < a < mn, f: (fi, foy s fm) e T=(y1,Y2, -« -, Ym)

@ Operador integral fraccionaria multilineal

- Fra M)
B0 = | T J

@ Operadores fraccionarios generalizados

—

T3 flz) = /() Ka(e,9) [T fi(v) g J
i=1

con K, un nicleo que cumple cirta condicién de tamano:
1
m —
Q22 |z —ys)mme

|Ka(z,9)| S

y también de suavidad:
|z —a'|"
(s e = ya)mmotr?

para algtin 0 < vy < 1, siempre que .~ |z — yi| > 2|z — |

|Ka(z,7) — Ka(z',9)| <




Conmutadores de orden superior de 77"

Sea b = (b1, ba, ..., bn) un simbolo multilineal, con b; € Li.. para cada i

@ Conmutador Suma

m
T f =Y Taw, [,
j=1

donde
Ty f =16, T f = b T8 f = T2 ((f1, - bifiy - fm))

@ Conmutador Producto, definido iterativamente por

T f = by b2, [01, T2 h]2 - I f J

Usando la representacién integral de 77" tenemos

gL f Z/Rn>m j x y Hfz yz

Tl = [ Koo T[0) — b)) dg

=1



Clase de pesos HL,(p, 5, 5)

@ meN, p=(pi1,...,pm) un vector de exponentes, con 1 < p; < co
para cada i

@ 4,6 constantes reales
@ B=>3"", 05 con0< B <n para cada i

@ (w,?) par ordenado de pesos, con ¥ = (vi,...,Um)

(w,T) € Hy (P, 8,0) si existe C > 0 tal que

—1

HwXBHOO Y, H <C (3)
P;

|B‘(s—§)/n }:[1 H (|IB|Y™ + |zp — -|)n—Fitd/m

vale para toda bola B = B(zg, R) C R"

@ Variantes para m = 1 fueron introducidas en [Pr] y [PRR]

@ Cuando p; = 1 el factor correspondiente se interpreta como

-1
Y,
H (IBIYm + zp — |)n-Fito/m Hoo



Clase de pesos HL,(p, 5, 5)

0 SiZi={1<i<m:pi=1}eLr={1<i<m:p; > 1}, de (3) se
obtienen

Condicion local

||’LUXB||00 H || _1X H H —p; 1/Pé - C (4)
| BJs/nr1/p=p/n L1 B |B| 5t =

1€Lo

donde 1/p=3"7", 1/p;, y también

’ Condicion global ‘

=i
’UZ XR"\B
jop — [~ Pitm

lwXs|l

(5-9)
|B| n i€

1
—p} o7
I fo oo osrmm @) <€
3 B¢ \iBB 7y‘<"*3i+m)17i

oo 1€Ly

donde B¢ =R"\B.



Algunas propiedades de H,, (7, 3, 6)

@ Siw=[[",viyd=p8—n/p, (4) establece que T € Ay o

=1
m 1/p’.
1 —p} i
(5 o) <o

oo =1

m

XB Hvi

i=1

(T4 = sup
BCR™

Condicién global

@ 0< B < mn, 5¢e R, p vector de exponentes
-~
@ (w,?) satisface vi_l € RH parai € Iy y v, Pi es duplicante para
i€ 1o

Entonces H,, (7, 8, 5) es equivalente a la Condicién global.

Condicion global ‘

3

=il
lwXs ||l v; ARn\B

(5-3)
|B]

n 1€y

—p!,
H / - 5 Ay <C
B¢ |zp _y‘(n—ﬂﬁm)pi

oo 1€Ly

5
lzg — ,‘n—ﬁH—;




Algunas propiedades de H.,,(p, 5, 5)

Condicién local
@ 0 < B <mn, B; =B/m para cada i, p vector de exponentes
@ FeR, <= (B—mn)(1—1/m)+d/m

Entonces la condicién local (4) implica la global (5)

Caso de pesos relacionados
@ 0< B <mn,deR, vector de exponentes
@ (w, ) € Hy(p, ﬂ,g) conw=[[", v

Entonces 6 = 8 — n/p. Como consecuencia, si w = [ vy b<r
(w, V) € Hp (P, B,9) siy solo si ¥ € Ap oo



Clase Lipschitz L,,(9)

@ wunpeso, Ry feLi..

Decimos que f € L,(0) st
’LUXB oo
s = sup K2 [ 17(@) = folda < o,

donde fp = ﬁfo

@ Cuando § = 0, coincide con las versiones pesadas de BMO,,
introducidas por M-W en [MW1].

@ L. (8) coincide con L;,,(8) introducida por Pradolini.

@ Para0 < <1y w=1, equivale a la clase Lipschitz puntual

A@) ={f € Lioe : |f(z) — f(y)| < C|z — y|° para todo =, y}

@ Para —n < J < 0y w =1, son espacios de Morrey.



Resultados principales

Acotacién para 1.,
@ 0 < a<mn, Ty connicleo K, que verifica (1) y (2)
@ 0<d <min{y,mn—a},&a=a+4, ptal que p>n/a
@ b= (b1,...,bm) tal que b; € A(J) para cada ¢

@4<éy (w, V) € Hp (P, d,g) tal que v;pé € RH,,, para cada i € 7,

Entonces existe C' > 0 tal que

lwXp|l
‘B|1+6/n

/ T2 F(@) — (@ sl de < CTT I fsvilln

=1

para toda bola B y toda ftal que fiv, € LY, 1 <i<m




Resultados principales

Acotacién para 775
@0 0 < a<mn, Ty connicleo K, que verifica (1) y (2)
@ 0 < < min{y, (mn —a)/m}, & =a+md, ptal que p > n/a
@ b= (b1,...,bm) tal que b; € A(J) para cada ¢

@ 45<dy (w, V) € Hp (P, 54,5) tal que v;pi € RH,,, para cada i € T,

Entonces eziste C' > 0 tal que

’LUX o m 2 s
w5 oo / 7% Fl@) — (T Dl de < C T I il
=1

‘B|1+5/n

para toda bola B y toda ftal que fivy € LP", 1 <i<m

@ Acotaciones similares para I} fueron obtenidas en [BPRa]

@ Que extiende los resultados del contexto lineal probados en en [PRR]



Regiones optimas para la existencia de pesos no triviale

B> B=26 B<6




MUCHAS GRACIAS
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